Niezalezne zmienne losowe

Definicja niezaleznosci zmiennych losowych jest naturalna: zdarzenia ge-
nerowane przez poszczegélne zmienne losowe powinny by¢ niezalezne.

Definicja 1. Zmienne losowe X7, Xs,...,X,, o wartoSciach w R, okreslone
na (2, F, P) nazywamy niezaleznymi, gdy dla kazdego ciagu zbioréw bore-
lowskich By, Bs, ..., B, zachodzi rowno$é

P(X,€By,...,.X,€B,)=P(X,€By)-...- P(X,, € B,). (1)

Z (1) wida¢, ze rozklad taczny niezaleznych zmiennych losowych
X1, Xo, ..., X, jest wyznaczony przez rozktady brzegowe, a doktadniej —
przez rozktady zmiennych losowych Xj.

Definicje 1. mozna takze wypowiedzie¢ krotko: zmienne losowe sa nie-
zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy niezalezne sa o-ciala generowane przez te
zmienne losowe. Istotnie, po prawej stronie rownosci (1) wystepuja zdarzenia
postaci X; '(B;), gdzie B; € B(R), czyli wszystkie elementy o-ciat o(X;).

Dowodzenie czegokolwiek dla dowolnego ciggu zbioréw borelowskich moze
przestraszy¢ poczatkujacego. Ale sprawdzenie niezalezno$ci da sie znacznie
uprosci¢, a gtdwnym narzedziem w dowodach odpowiednich twierdzen bedzie
lemat o 7- i A-uktadach. Oto pierwsze twierdzenie z tej serii.

Twierdzenie 2. Zmienne losowe Xy, Xo, ..., X, o wartosciach w R sq nie-
zalezne wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla wszystkich t1,...,t, € R
F(X1,...7Xn)(t17 c. ,tn) = FX1 (tl) . Fxg(tg) e FXn(tn) (2)

Dowdd. (=) W warunku (1) podstawiamy B; = (—oo, ;] dlai=1,2,...,n.
(<) Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu py, ® ... ® uyx,. Wtedy

Flt, . tn) = pixy @ iy @ . ® pix, ((—00, 1] X ... X (—00,t,]) =

= px; (=00, ta]) - ... - px, (=00, 1,]) =
= Fx,(t1)-...- Fx, (tn),
co z zalozenia jest réwne F(x, . x,)(t1,...,tn). Zatem

Hx, @ px, @ ... & px, = H(X1,.... Xn)s
bo oba rozktady majg identyczng dystrybuante. W szczegdlnosci dla dowol-
nych By,..., B, € B(R) mamy
P(Xl S Bl,XQ €B,....X, € Bn) = ,UJ(XI’W,Xn)(Bl X ... X Bn) =

= px,(B1) ® ... @ px, (Bn) =
=P(X,€By)-...- P(X, € B,).



Przyktad 1. Niech X, Xo, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Znalez¢ rozktady YV = max(Xy,..., X,) 1 Z = min(Xy, ..., X,).
Wyznaczymy dystrybuanty:

W przypadku szczegdlnym, gdy X; maja rozktady jednostajne na [0, 1], mamy

0 dlax<0,
Fy(z)=¢z" dla0<z<l,
1 dlax>1,
0 dla x < 0,
Fr(z)=<1—(1—2)" dla0<z<l,
1 dla z > 1.

0

Gdy zmienne losowe maja taki sam typ rozktadu, to mozna podac prostsze
charakteryzacje niezaleznosci.

Zaczniemy od rozktadow dyskretnych. Niech S, bedzie zbiorem punktow
skokowych rozktadu pyx;.

Twierdzenie 3. Zmienne losowe X1, Xs,..., X, o rozktadach dyskretnych
sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu x1,...,x,, gdzie
fEiESi, i:1,2,...,n,

P(Xlle,,Xn:$n>:P(X1:$1>P(X2:$2)P(Xn:l'n)

Dowdd. (=) Wprost z definicji niezaleznosci, wystarczy wzia¢ B; = {z;}.



(<) Sprawdzamy, ze jest spelniony warunek (2) z twierdzenia 2.

F(Xl ----- Xn)<t17"'7tn>: Z P(X1:y1>7Xn:yn>:

Yists, i €Sx;
= Y  PXi=y) ... - P(Xp=1yn) =

Yisti yi€SX;

= > PXi=wy))-...x
( )

y1<t1,91€5x,

x < > P(Xn:yn)) =

Yn<tn,Yn ESXTL

=Fx,(t1) ... - Fx, (tn).

Operacje na nieskonczonych sumach sg uprawnione ze wzgledu na dodatniosé
sktadnikow. ]
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